Informatique

Bases des graphes

Recherche du plus court chemin
Algorithmes de Djkstra et A-star
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Contexte

De nombreux systémes industriels automatisés doivent résoudre en temps réel le probleme de la
navigation autonome : un robot d'entrep6ot (AGV), un drone de livraison ou un véhicule a conduite
autonome doit relier un point de départ a une destination en évitant les obstacles, tout en minimisant
la distance ou le temps de trajet.

Pour modéliser I'environnement de déplacement, on représente l'espace sous forme d'une grille
discrete, ici une image en niveaux de gris, dans laquelle chaque pixel accessible constitue un nceud, et
chaque déplacement possible une aréte pondérée par la distance réelle parcourue. C'est I'objet de la
Partie 1.

Ce maillage spatial se formalise ensuite naturellement comme un graphe, dont la structure de données
associée (dictionnaire de voisins) est construite en Partie 2. On dispose alors d'une représentation
exploitable par des algorithmes de recherche de chemin.

La Partie 3 met en ceuvre l'algorithme de Djkstra, qui garantit le chemin optimal trouvé en explorant
le graphe de maniére exhaustive depuis le départ, au prix d'un co(t calculatoire parfois élevé pour les
grands environnements.

La Partie 4 introduit I'algorithme A-star, qui guide la recherche grace a une heuristique géométrique
(distance a vol d'oiseau), réduisant significativement le nombre de noeuds explorés. C'est cette
capacité a prioriser I'exploration qui rend A-star incontournable dans les systémes embarqués a
ressources limitées.

Dans la suite, nous allons mettre en application ces principes pour trouver le plus court chemin a
réaliser sur une image en noir et blanc entre un départ et une arrivée en ne considérant que les
mouvements possibles <K N>AMK. Les pixels noirs seront des obstacles, les blancs des cases
accessibles.
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Voici des exemples de chemins que vous pourrez trouver dans la derniére partie de ce TD :
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Nous allons donc :

Importer des fonctions d’affichage prédéfinies

Réaliser la grille/image de départ

Créer un dictionnaire représentant le graphe du domaine d’étude
Trouver le plus court chemin a I'aide de I'algorithme de Dijkstra
Faire de méme avec I'algorithme A-star

Comparer performances de ces algorithmes

Pour rappel :

L'algorithme de Dijkstra permet de trouver le plus court chemin dans un graphe en
« avangant » par « arcs de cercles » depuis le départ, jusqu’a atteindre I’arrivée.

L'algorithme A-star privilégie dans ses choix, les cases dont I’heuristique (distance depuis le
début + distance a vol d’oiseau jusqu’a I'arrivée) est la plus faible. Dans ce TD, il cherchera

donc toujours a se diriger vers I'arrivée.
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Prise en main du code éleves

Afin d’assurer un fonctionnement rapide sur tous les ordinateurs, je vous mets a disposition un dossier
éleves contenant des codes préétablis.

Vous avez a disposition 5 fichiers Python :

Import des librairies numpy et matplotlib
Création de 3 fonctions d’affichage :
Affiche(fig,im,grille) : Affiche I'image d’étude
1 - Affichage Affiche_Save(fig,im,grille,chemin) : Enregistre 'image pour créer des
animations (sans affichage sinon bug de redimensionnement)
Affiche_Degrade(Fig,Tab) : Affiche avec un dégradé les distances de
chaque pixel depuis le départ sur une nouvelle image

2 - Grille - Eleves Code prérempli a compléter pour créer la grille de départ
3 - Dico - Eleves A compléter

4 - Dijkstra — Eleves A compléter
4 - A star - Eleves A compléter

Question 1: Récupérer et exécuter les fichiers 1 - Affichage et 2 - Grille dans I’ordre

A ce stade, vous devriez voir apparaitre le domaine d’étude sous la forme suivante :

012345678 91011121314151617161002 12 2 R R R 62 72 2 3031325334 3536373839404 1424 34445064 7484950

La grille est remplie de cases blanches (accessibles), on voit apparaitre le point de départ en rouge, le
point d’arrivée en bleu et une case obstacle en noir.
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Création de la grille de départ

Vous travaillerez dans le fichier nommé « 2 - Grille - Eleves.py ».

On souhaite réaliser la grille de départ suivante :
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Question 2: Compléter/Modifier le code afin de réaliser cette image de départ
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Réalisation du dictionnaire des voisins

Les mouvements possibles pour se déplacer d’une case a I'autre sont les 8 directions :
- P>l & dedistance 1
- RANV de distance V2

On souhaite réaliser un dictionnaire nommé « Dico_Voisins » représentant le graphe du systéme tel
que :
- Les clés sont des tuples de type (ligne,colonne) de chaque pixel pour chaque case/pixel

accessible (pas noire). Exemple d’une portion des clés du dictionnaire :
>>> Dico_Voisins.keys()

dict_keys([(0, O), (O, 1), (O, 2), (O, 3), (O, 4), (0, 5), (0, 6), (O 7), (0, 8
). (6, 9), (0, 10), (6, 11), (O, 12) (e, 13), (o, 14), (O, 15), (0, 16), (0, 17
), (0, 18), (o, 19), (e, 20), (0, 21), (0, 22), (O, 23), (O, 24), (0, 25), (O, 2
6), (0, 27), (o, 28), (o0, 29), (O, 30), (0, 31), (O, 32), (O, 33), (0, 34), (0O,
35), (o, 36), (0, 37), (0, 38), (0, 39), (0, 40), (0, 41), (0, 42), (0, 43), (O,

- Lesvaleurs associées a chaque clé/case sont des listes contenant des sous listes (une par case
voisine accessible) de deux éléments du type [clé case,distance]. Exemple :
>>> Dico_Voisins[(0,0)]
[[(e, 1), 1.0e], [(1, 0), 1.0], [(1, 1), 1.4142135623730951]]

Vous travaillerez dans le fichier nommé « 3 - Dico - Eleves.py ».

Question 3: Créer une fonction Test_Pix(P1,P2) qui renvoie le booléen répondant a la
question « Le pixel P1 est égal au pixel P2 »

Vérifier :
>>> Test_Pix([255,255,255],[0,0,0])>>> Test_Pix(Image[l,1],[255,255,255])
False True
>>> Test_Pix([0,0,0],[0,0,0]) >>> Test_Pix(Image[1l,1],[0,0,0])
True False

Question 4: Mettre en place le code permettant de créer le dictionnaire Dico_Voisins
contenant une liste vide pour chaque case accessible

Remarque : Penser qu’une case accessible est « non noire », et non... blanche.

Vous devriez voir :

>>> len(Dico_Voisins)
2435

>>> Dico_Voisins[(0,0)]

[]
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Question 5: Mettre en place la fonction Couples_Voisins(l,c) qui, pour la case a la
ligne | et la colonne c supposée accessible, ajoute dans sa liste dans Dico_Voisins, les
couples [Case_i,Di] des cases voisins accessibles (max 8 cases possibles)
Remarque :
- On évitera le test « in Dico_Voisins » pour vérifier qu’une case est accessible, qui colte bien
plus cher que de vérifier la couleur non noire d’un pixel
- Penser que sur tous les bords de I'image, il n’y a plus 8 voisins... Cela se traduira par des
conditions sur li et ci des cases voisines « Case_i »

Vérifier :

>>> Couples_Voisins(0,0)

>>> Dico_Voisins[(0,0)]
[[(6, 1), 1.0]1, [(1, ©), 1.0]1, [(1, 1), 1.4142135623730951]]

Question 6: Mettre en place les lignes de code permettant de remplir Dico_Voisins
(pour cases accessibles uniquement)

Vérifier :

>>> Dico_Voisins[(0,0)]
[[(6, 1), 1.01, [(1, O0), 1.0], [(1, 1), 1.4142135623730951]]

>>> Dico_Voisins[(49,49)]
[[(48, 48), 1.4142135623730951], [(48, 49), 1.0], [(49, 48), 1.0]]

>>> Dico_Voisins[(43,43)]
[[(42, 42), 1.4142135623730951], [(42, 43), 1.0]1, [(42, 44), 1.4142135623730951], [(43, 42), 1.0],
[(43, 44), 1.0], [(44, 42), 1.4142135623730951], [(44, 43), 1.0], [(44, 44), 1.4142135623730951]]

>>> Dico_Voisins[(42,42)]
[[(41, 41), 1.4142135623730951], [(41, 42), 1.0], [(41, 43), 1.4142135623730951], [(42, 41), 1.0],
[(42, 43), 1.0], [(43, 41), 1.4142135623730951], [(43, 42), 1.0], [(43, 43), 1.4142135623730951]]

>>> Dico_Voisins[46,46]
Traceback (most recent call last):

File "<console>", line 1, in <module>
KeyError: (46, 46)
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Mise en place de I'algorithme de Dijkstra
Vous travaillerez dans le fichier nommé « 4 - Dijkstra - Eléves.py ».

Ce fichier contient un paragraphe d’initialisation :

Array aux mémes dimensions que |'image traitée, tel que Distances]l,c] est la
Distances distance du chemin menant a la case concernée depuis le départ
Il est initialisé avec des valeurs infinies
Copie du dictionnaire Dico_Voisins. On enlévera les cases traitées de ce
Reste dictionnaire et I'algorithme se terminera au plus tard, quand ce dictionnaire est
vide

Dictionnaire des provenances de chaque case. Initialisé vide, il contiendra a la fin

de la réalisation de I'algorithme des clés et valeurs qui seront respectivement le
nom de la case concernée et la case qui a permis d’y accéder lors de I'exécution de
Provenances I'algorithme.

Par exemple, si Provenances[(1,1)]=(0,0), c’est que pour atteindre la case (1,1)
avec un chemin depuis le départ de longueur Distances[1,1], la case précédente de
ce chemin est (0,0)

Pour rappel, départ et arrivée ont été définies précédemment (ld,cd,la,ca).

Nous allons maintenant programmer I'algorithme de Dijkstra (rappelez-vous le TD 11-2 @), dont nous
allons rappeler les grandes étapes.

Tant que S n’est pas l'arrivée, qu’il reste des stations dans Reste et que Distance[lS,cS] est différente
de I'infini (cette condition permet de gagner du temps si Arrivee n’est pas accessible depuis Depart)
- S « Station parmi Reste ayant la distance minimum dans Distances
- Mise a jour de Reste (retirer S)
- Voisins « Liste des couples [(l,c),d] des stations de Reste voisines de S
- Traitement des voisins : Pour chaque voisin V de Voisins, si la distance Depart—=5S—-V <
Depart—V actuellement stockée dans Distances :
o Mise a jour de Distances avec cette nouvelle distance Depart—=S—-V
o Mise a jour de Provenances afin d’indiquer que S est le prédécesseur de V

Question 7: Mettre en place cet algorithme

Onremarquera que sila case arrivée n’est pas accessible, Reste sera vide, mais en plus, Distances[la,ca]
sera toujours infinie.
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Question 8: Mettre en place le code permettant soit d’afficher que le chemin n’existe
pas, soit de remonter le chemin menant a I’arrivée, en affichant dans la console les
cases empruntées, la distance parcourue, et le nombre d’itérations réalisées.

Vérifier :
Itérations: 2411
Distance: 82.1837661840735

(e, o), (1, o), (2, @), (3, e), (4, 0), (5, 0), (6, O), (7, 1), (8, 2), (9, 2),
(1o, 2), (11, 2), (12, 2), (13, 2), (14, 2), (15, 2), (16, 3), (17, 3), (18, 3),
(19, 3), (20, 3), (21, 3), (22, 3), (23, 3), (24, 3} (25, 3), (26, 4), (27, 5),
(28, 6), (29, 7), (30, 8), (31, 9), (32 10), (33, 11), (34, 12), (35 13), (36,
14), (37, 15), (38, 16), (39, 17), (40 18) (41, 19), (42, 20), (43 21) (44,
22), (45, 23), (46, 24), (47, 25), (47, 26), (47, 27), (47, 28), (47, 29), (47,
30), (47, 31), (47, 32), (47, 33), (47 34), (47, 35), (47, 36), (47 37), (47,
38), (47, 39), (47, 40), (47, 41), (47, 42), (47, 43), (47, 44), (47, 45), (47,
46), (47, 47), (48, 48), (49, 49)]

Question 9: Mettre en place le code permettant d’afficher le chemin trouvé en vert
sur I’image

Question 10: En utilisant la fonction Affiche_Degrade, afficher les distances des pixels
depuis le départ et les pixels traités par I’algorithme

75.6
67.2
58.8
50.4
42.0
33.6
25.2
16.8

8.4

0.0
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Mise en place de I'algorithme de A-star

Vous travaillerez dans le fichier nommé « 5 - A star - Eleves.py ».

Dijkstra choisissait s comme la station la plus proche du départ. On propose de prendre en compte
I’heuristique « Distances a vol d’oiseau » entre s et I'arrivée.

f(s) =d(s) +d'(s, Sfin)
Question 11: Créer la fonction f(Case) renvoyant le calcul attendu
Question 12: Copier/coller le code Dijkstra et modifier ce qu’il faut afin de réaliser

I’algorithme A star
Question 13: Comparer les algorithmes Dijkstra et A star

Pour aller plus loin

Vous avez a disposition trois images :

Labyrinthe
Micro Petit Grand
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Vous trouverez dans le dossier éleves les 3 images ci-dessus, partagées sous les formats BMP

Réseau

3

(ouverture avec matplotlib) et array (ouverture avec numpy en cas de bug matplotlib).
Pour chacun de ces 3 cas :

Question 14: Créer un nouveau fichier « 11-2 — 2 — Nom_a_choisir.py »

Question 15: Sous Python, ouvrir I’'image et I’afficher

Question 16: Créer une fonction f_NB(im) qui renvoie une nouvelle image en noir et
blanc ([0,0,0] ou [255,255,255]) a partir de I’image im

Attention : les labyrinthes seront aussi transformés en nior et blanc (je n’ai pas vérifié chaque pixel
pour étre certain que les triplets sont bien composés uniquement de 0 ou de 255.

Question 17: Transformer I’image en noir et blanc et I’afficher

Question 18: Choisir et ajouter les points de départ et d’arrivée sur I’'image

Question 19: Faire tourner les algorithmes Dijkstra et A-star

Question 20: Apprécier les résultats et comparer I’efficacité des algorithmes
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